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Curvas em Geral:

Definicdo de Curva: é o lugar geométrico das posicdes sucessivas de um ponto no espago.

Classificacao das Curvas:
1)Quanto a curvatura:
- plana (ou de uma curvatura) — sé possui a curvatura de flexdo.
- revessa (ou de duas curvaturas) — possui curvaturas de flexdo e torcao.
2)Quanto a origem (geracao):

- geométrica — obedece a um tracado geométrico.
(ex.: circunf./elipse/parab./hipérbole, etc...)

- empirica (ou gréfica) — nao obedece a um tracado geométrico.
3)Quanto a extensao:

- finita (ou limitada)— todos os pontos séo proprios, sao curvas fechadas.
(ex.: circunf./elipse)

- infinita (ou ilimitada) — tem pontos improprios, sao curvas abertas.
(ex.: parabola/hipérbole)
Elementos Geométricos da Curva:

Elemento retilineo de uma curva:
E o segmento de reta compreendido entre dois pontos infinitamente préximos de uma curva.

(1) (2)

()

()

Ex.: (1)(2) e (2)(3) sdo dois segmentos retilineos, sendo (1), (2) e (3) pontos infinitamente
proximos da curva (c).
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O angulo de flexdo da curva no ponto (2) - 6°, é o angulo entre os
segmentos retilineos imediatamente anterior e posterior ao ponto (2).

A tangente a curva no ponto (2) é a posicao limite entre as secantes
a curva neste ponto.

O centro de curvatura da curva no ponto (2) — (O) é determinado
tracando-se perpendiculares pelos pontos médios dos segmentos
retilineos (1)(2) e (2)(3) (mediatrizes dos segmentos). O ponto de
concorréncia entre estas mediatrizes determina o centro de
curvatura.

(0)(2) € a normal a curva no ponto (2), € sempre perpendicular a
tangente neste ponto. E a bissetriz do angulo formado pelas cordas
(1)(2) e (2)(3), contém o raio de curvatura da curva neste ponto.

(o) é o plano osculador da curva no ponto (2). E o plano definido pela

normal a curva e pela tangente a curva neste ponto. O plano
osculador contém o circulo osculador.

€ a circunferéncia que passa pelos pontos (1), (2) e (3) e cujo centro
€ 0 centro de curvatura da curva no ponto (2).



Obs.: se considerarmos, por exemplo, o ponto (3), teremos para este ponto todos os elementos
geométricos que tivemos para o ponto (2). Teriamos inclusive um novo plano osculador (B) para a
curva no ponto (3), definido por (2)(3) e (3)(4). (ver figura abaixo).

ST ANGULO DE TORERD

Angulo de Torgdo: O angulo de torgdo da curva € dado pelo angulo formado pelos planos
osculadores (a) e (B). (ver figura acima)
Obs: se 0 angulo de torcao for zero a curva é plana e se o angulo de flexao
for zero a curva se torna uma reta.

Curvatura Total de um Arco Finito de Curva:

E o angulo formado pelas tangentes a curva
nas extremidades do arco (A)(B).
(ver figura abaixo)

oL~ CURVATURA TOTAL DE (A1)

a’® = é sempre 0 menor angulo.
0 = € o comprimento do arco retificado.



Curvas de Erro:
Definicdo: sdo curvas gue nos auxiliam na exatiddo de alguns tracados graficos.

Algumas aplicag6es das curvas de erro:
Tracados de tangente a uma curva:

1) Por um ponto externo:

C - curva
P — ponto dado

T — ponto de tangéncia
t - tangente
12=23=14

e —curva de erro

2) Paralela a uma reta dada:

C - curva
r — reta dada

T — ponto de tangéncia
t - tangente
12=23=14

e —curva de erro

3) Por um ponto da curva:

C - curva

T — ponto de tangéncia (dado)
e centro da circunferéncia

t — tangente

12=34

15 =67

e — curva de erro




Classificacdo das Superficies Geométricas?:

Superficies Retilineas
(geradas pela reta)

Desenvolviveis
(podem ser planificadas)

- de aresta de reversao; (ex.: helicoide
desenvolvivel)

- cOnicas em geral;

- cilindricas em geral.

Reversas

(n&o podem ser planificadas)

- hiperboléide escaleno ou eliptico
de uma folha;

- paraboldide hiperbdlico;

- condide;

- cilindréide;

- helicdides:

- de plano diretor (axial e ndo-axial);

- de cone diretor (axial e ndo-axial).

Superficies
Propriamente Curvas
(geradas pelas cénicas)

Circulares | de Revolucéo - esfera;
- cone de revolucao;
- cilindro de revolucéo;
- elipséide de revolucgéo:
- alongado;
- achatado.
- paraboldide de revolucao;
- hiperboldide de revolugao:
- de 1 folha;
- de 2 folhas.
de Circunvolucao |- toro circular:
aberto;
fechado;
reentrante.
- helicéides circulares:
- serpentina
- coluna torsa;
- parafuso de
Santo Egidio.
Quédricas | de 12 Espécie - cone de 22 ordem (diretriz eliptica);
(geradas - cilindro de 22 ordem:
pela elipse, - eliptico;
parabola e - hiperbdlico;
hipérbole). - parabdlico

- elipsdéide escaleno*;

- parabol6ide escaleno ou eliptico*;
hiperboléide escaleno de 2 folhas*

*(qualquer secao produz elipse).

de 22 Espécie.

- toro:
- eliptico;
- hiperbdlico;
- parabdlico.
superficies topograficas geométricas.

! Alvaro José Rodrigues. Geometria Descritiva. Volume |I: Projetividades, Curvas e Superficies — 1968. Rio de Janeiro. Ed. Ao Livro

Técnico S.A. pp.267.




CoOnicas:

Definigc&o: sio as curvas obtidas ao seccionarmos uma superficie conica de revolug&o.

Logo uma curva obtida por um plano secante perpendicular ao eixo de uma superficie cénica de
revolucdo produziria uma circunferéncia e esta seria por consequiéncia uma curva definida como
cOnica. Para imaginarmos outras possibilidades de sec¢fes produzindo outros tipos de curvas, que
serdo também chamadas de cdnicas, usaremos como apoio 0 seguinte teorema}‘;w ;
e
Teorema de Apollonius®: : ] /
“A secao feita em uma superficie cOnica de |
revolucdo por um plano serd uma elipse, uma i
pardbola ou uma hipérbole, segundo o plano
secante faca com o eixo da superficie cbnica ]
um angulo que seja superior, igual ou inferior ,
ao semi-angulo do vértice da superficie cbnica _ |
de revolucao”. PLAND SECANTE :

a’® > B° - elipse
o’ = B° - pardbola

o’ < B° - hipérbole

Obs.:

a’- angulo que o plano secante faz com o eixo
da superficie conica de revolugéo.

B°- semi-angulo do vértice da superficie cbnica
de revolugao.
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2 Alvaro José Rodrigues. Geometria Descritiva. Volume Il: Projetividades, Curvas e Superficies — 1968. Rio de Janeiro. Ed. Ao Livro
Técnico S.A. pp.108.



Propriedades Geomeétricas das Conicas:

Circunferéncia:

e E uma curva plana, geométrica e finita
(fechada).

e Na circunferéncia é constante a distancia
(raio) de cada um de seus pontos a um
ponto fixo chamado de centro.

Elipse:

e E uma curva plana, geométrica e finita
(fechada).

e Na elipse é constante a soma das
distancias de cada um de seus pontos a
dois pontos fixos chamados de focos.

Parabola:

e E uma curva plana, geométrica e infinita
(aberta), de um s6 ramo.

e Na parabola cada um de seus pontos
equidista de um ponto fixo chamado de
foco e de uma reta fixa chamada diretriz.

Hipérbole:

e E uma curva plana, geométrica e infinita
(aberta), de dois ramos.

¢ Na hipérbole é constante a diferenca das
distancias de cada um de seus pontos a
dois pontos fixos chamados de focos.




Alguns dos Tracados Auxiliares das Conicas®:

Elipse: :
Conhecidos 0s seus eixos ‘

Parabola:
Conhecidos: eixo, vértice e um de seus pontos

Hipérbole:
Conhecidos os dois vértices e um de seus pontos

% para demais tracados e detalhes consultar: Benjamin de A. Carvalho. “Morfologia e Desenho das Curvas”. (Terceira Parte)
In: Desenho Geométrico. Rio de Janeiro. Ed. Ao Livro Técnico S. A. pp.211-317.



Hélice:

Definicdo: é a curva revessa resultante da justaposicdo de uma reta em uma superficie cilindrica.

Temos dois tipos de Hélice Cilindrica:

e A Hélice Cilindrica Geral ou Ordinaria;

Desenvolve-se sobre uma superficie cilindrica qualquer.
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e A Hélice Cilindrica Normal (HCN):

Desenvolve-se sobre uma superficie cilindrica de revolucéo.
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Obs.: na Hélice Cilindrica Normal (HCN) as curvaturas de tor¢céo e flexdo sao constantes.
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Propriedades das Hélices:

1. H&a uma proporcionalidade entre as abscissas curvilineas e as ordenadas retilineas.

2. E ageodésica da superficie cilindrica.
Obs.: geodésica de uma superficie é a linha de uma superficie que mede a
menor distancia entre dois pontos desta mesma superficie.

3. E aloxodrémica da superficie cilindrica.
Obs.: loxodrédmica de uma superficie € a linha de uma superficie que faz
angulo constante com as geratrizes desta superficie.

Angulo de uma curva em um de seus pontos com um plano:

E o angulo que a tangente a curva neste ponto (P) faz com a projecdo desta tangente no plano.

ETNGENTE

Aplicando-se o que foi acima descrito para curvas em geral em nossas hélices cilindricas,
concluimos que:

e As tangentes aos pontos de uma hélice fazem um &angulo constante com um plano de
sec¢dao reta da superficie cilindrica.(ver figuras da pagina anterior)

e O comprimento da tangente compreendido entre o ponto de contato com a hélice (ponto de
tangéncia) até o ponto de contato com o plano de sec¢ao reta € igual ao respectivo arco de
hélice retificado, assim como o comprimento da subtangente € igual ao respectivo arco de
secdao reta retificado. (ver figuras da pagina anterior)

Obs.: se chama “subtangente” a projecdo da tangente a uma hélice neste plano de secao reta da
superficie cilindrica na qual a hélice se apéia. (ver figuras da pagina anterior)

11



Curva evoluta e Curva evolvente:

Curva evoluta: € o lugar geométrico dos centros de curvatura dos pontos da curva
evolvente.
Curva evolvente: € a curva resultante de um tracado a partir da evoluta aplicando-se raios de

curvatura para cada um dos pontos da evoluta.

——— ENDINENTE

EVOLUTA

Aplicando-se estes conceitos nas hélices pode-se afirmar que:

e O lugar geométrico dos pés das tangentes no plano de secéo reta é a evolvente da hélice
e da sua projecdo neste mesmo plano de secao reta. (ver figura abaixo e figuras da pagina

9)

e A hélice e a curva de secéo reta (que vem a ser sua projecao no plano de sec¢éo reta) sao

curvas evolutas. (ver figura abaixo e figuras da pagina 9)
/8 ZTR

EVOLUTA

EVOLNENTE

\\J WY PERTEITA

Figura acima: HCN e algumas de suas tangentes em projecao horizontal.
Obs.: eixo da superficie cilindrica da HCN na posig¢éo vertical.

Na Hélice Cilindrica
Normal (HCN), (exemplo
ao lado), a sua evolvente é
dita perfeita porque a
diferenca de comprimento
das tangentes (no caso ao
lado se tratam das
subtangentes em projecéo
horizontal sobre o plano de
secdo reta), é igual ao arco
de curva compreendido
entre dois de seus pontos
de tangéncia.

Isto ocorrerd tanto no
espaco como em projecao
gue é a maneira expressa
na figura ao lado.

12



Hélice Cilindrica Normal (HCN) em particular:

Espira de HCN: € o arco de HCN compreendido entre duas passagens consecutivas por
uma mesma geratriz da superficie cilindrica.

Passo (H) de HCN: ¢é a ordenada retilinea correspondente a altura de uma espira de HCN.

2nR: € a abscissa curvilinea correspondente a uma flexao (giro) de 360° da HCN.

(obs.: onde R € o raio da superficie cilindrica de revolu¢do ou do cilindro ndcleo)

EIXD DS }
SRVENADAL RETILINEAY

)f TS ZILINDRD NUELED
=] TN UMA LSPIRA
B TE WL,
=
[\
=
— T PLANe De
SELAD RETA
<

Logo em um giro de 360° de Hélice Cilindrica Normal (HCN) temos:

e um arco de hélice
e sua ordenada retilinea
e sua abscissa curvilinea

uma espira (de geratriz a geratriz)
um passo (H)
2nR

Observagdes:

- A altura do cilindro nucleo da HCN nao é necessariamente igual a altura do passo
podendo ser igual, maior ou menor que este.

- Para construcao da HCN devemos dividir sempre em um mesmo humero de partes o
passo (H) (ordenada retilinea) e 2R (abscissa curvilinea).

Declividade da Hélice:

E uma constante, onde K = H
2nR
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Sinais da Hélice Cilindrica Normal:
Sao dois os movimentos helicoidais:

e um curvilineo - rotacdo (+) sentido positivo trigpnométrico = anti-horario
(-) sentido negativo trigonométrico = horario

e um retilineo - translacéo (+) para cima
(-) para baixo
Tendo em vista estes dois movimentos a HCN pode ser de dois tipos:

. ROTAGAC (“)/?
—

Hélice Positiva:

o (=)
Quando os dois movimentos . -
(o de rotagédo e o de translagéo) TRAWMUAGAD
tiverem 0 mesmo sinal.
Dica: braco direito do bonequinho. G')
TRENW LR

Hélice Negativa: ( )
Quando os dois movimentos TRANOLARAD
(o de rotagéo e o de translacao)
tiverem sinais diferentes.

TRANILAGRD

+)

Dica: brago esquerdo do bonequinho.
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Dois Processos para Determinacdo de Tangentes a Hélice Cilindrica Normal (HCN):

e Processo do Cone das Tangentes:

Construimos um cone que tenha sua base coincidente com a base do cilindro nicleo e de
tal forma que suas geratrizes facam com (n) 0 mesmo angulo que as tangentes a hélice fazem
com (n), desta forma teremos geratrizes do cone paralelas as tangentes a hélice.

Como a HCN faz com (x) o mesmo angulo = ELILINDRD NOCL{D PLANIF\EADD :

que suas tangentes fazem com (n) vamos | | ,

imaginar o cilindro ntcleo planificado com a ] E , }
transformada da HCN e vamos estabelecer o ~LONE UK TRNGENTED:
a semelhanca de triangulos entre um dos W =

triangulos formados pelas geratrizes do cone &

das tangentes, o raio (R) e a altura (h) "

(passo reduzido). (ver figura ao lado). i

Desta forma calculamos o passo reduzido NRE

(h) obedecendo ao parametro de o seu valor T

ser tal que as geratrizes do cone das
tangentes véo fazer com (m) 0 mesmo
angulo que a hélice e sua transformada
fardo com (n), sendo este angulo por sua
vez idéntico aos das tangentes com (). H
Desta forma garantimos escolher uma altura
de passo reduzido (h) de tal forma que as J
geratrizes do cone sejam paralelas as C]
tangentes a HCN.

Sl AT . Passamos entdo para a épura,
_ |‘ _ construindo em épura o cone das
tangentes com base coincidente com a
base do cilindro nicleo e com a altura
igual ao seu passo reduzido (h) ja
calculado. (ver figura ao lado)
Poderemos, por exemplo, encontrar a
tangente a hélice no seu ponto (6),
ponto de cota 6/8 de espira. Basta
apenas procurar no cone das tangentes
qual geratriz correspondente seria
paralela a tangente a hélice no ponto
(6), dai é sO passar a paralela por (6) e
determinamos a tangente.

Repetimos o mesmo tracado para os
a Ry demais pontos.

H= FAS56
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e Processo das_Subtangentes:

E o processo mais usado por proporcionar maior precisdo de tracado. Consiste em
calcularmos o comprimento das subtangentes e marcarmos estes comprimentos diretamente em
épura, no plano de projecao da secao reta do cilindro nucleo ().

Exemplo: passar a tangente a
hélice pelo ponto de cota 6/8 de
espira. (ver figura ao lado)
Calculamos o comprimento da
subtangente que vem a ser,
neste caso, 6/8 de 2nR (que é o
tamanho do arco de
circunferéncia retificado).
Aplicamos este tamanho em
projecdo horizontal e temos na
extremidade deste segmento o
traco horizontal da tangente (Hs).
Achamos a projecdo vertical de
(He) e a ligamos a projecéo
vertical de (6).

Fazemos 0 mesmo para 0s
demais pontos.

le
N 1
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3 | 3
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i (o » \ - N ..
"
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/ 2
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E) <
Zz %‘?
i
T~
)
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Superficies de Circunvolucao:

Definigc&o: sio as superficies geradas por uma circunferéncia geratriz cujo centro percorre
uma outra curva diretriz (ex.: circunferéncia/ hélice), mantendo sempre a geratriz
uma determinada posicao em relacéo a diretriz (ex.: perpendicularismo).

Séo Superficies de Circunvolucéo:
1. Toro Circular®;

2. Helicoides Circulares®:

e Serpentina;
e Coluna Torsa;
e Parafuso de Santo Egidio.

Toro Circular:

Diferentemente dos Helicdides Circulares onde a curva diretriz € uma Hélice Cilindrica Normal, no
Toro Circular a curva diretriz € uma circunferéncia, temos no processo de geracao da superficie
uma circunferéncia geratriz cujo centro percorre esta circunferéncia diretriz perpendicularmente.

Tipos de Toro Circular: 6
— ==
e Aberto: e | ’/
N <R n PRV, 1A
.'I‘ \\
S
'-.\ | -~
e Fechado: \\_,’R
=R Sl =
7 1\\
.0/ I \"-...
E
e,

e Reentrante:
N>k

Obs.: (r) = raio da circunferéncia geratriz
(R) = raio da circunferéncia diretriz

* No Toro Circular a circunferéncia geratriz percorre perpendicularmente com o seu centro uma curva diretriz que é
uma outra circunferéncia.

> Nos Helicéides Circulares o centro de uma circunferéncia geratriz percorre uma curva diretriz que é uma Hélice
Cilindrica Normal (HCN).
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Sec¢bes no Toro Circular:

e Por planos perpendiculares ao eixo:
-circunferéncias.

e Por planos que contenham 0 eixo:
-duas das circunferéncias geratrizes em V.G.

e Por Planos paralelos ao eixo:
-secdes que serdo curvas chamadas cassinianas.

Obs.: quando (R) (raio da circunferéncia diretriz) for igual a duas vezes (r) (raio da circunferéncia
geratriz) algumas destas secfes cassinianas terdo propriedades e nomes patrticulares, tais como:

le

| ; ’
;L__?\ ) ﬁNL \\\\ L o ® -
{

— .
e e

-Secéo produzida pelo plano (o) no toro: chamada de Oval de Cassini*;
-Secéo produzida pelo plano (B) no toro: chamada de Lemniscata de Bernoulli*.

Obs: *sé quando (R) =2 x (r).

e Por planos bi-tangentes:

-a secdo vai ser igual a duas circunferéncias®:

ne

T T

.

111

AT

e

® Fonte das figuras: Alvaro José Rodrigues. Geometria Descritiva. Volume I1: Projetividades, Curvas e Superficies — 1968. Rio de
Janeiro. Ed. Ao Livro Técnico S.A. pp.105.
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